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N Signaux analogiques continus et discrets

Deux grandes classes de signaux analogiques sont distinguées :
> Signaux a temps continu, noté t, fonction x(t) ;
» Signaux a temps discret, noté k, séquence x[k].

Signal continu e Signal échantillonné
x(t) >f x[k] = x*(nT,)

Période d’échantillonnage

® x*(1) — x(1)

-
| 7, 27, 37, 4T, 5T, 6T, ¢
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N Systémes Discrets

» Caractérisé par une relation entrée sortie y[n] = f(x[n])
> Les valeurs en entrée et en sortie ne sont connues qu’'a des instants discrets

> L'intervalle de temps qui sépare deux de ces instants est la période
d’'échantillonnage notée T. ou Ts en anglais

Théoreme de Nyquist-Shannon

L'échantillonnage sans perte d'un signal exige une fréquence d'échantillonnage
supérieure au double de la bande passante de ce signal.

TELEICUM
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N Systémes analogiques: x et y échantillonnés

x[k] Filtre  |y[k] = x[k] — x[k — 1]
— ——
dérivateur

T 1l a5 e
- -
| 2 3 4 6 k I 1 2 3 i i i k
Ce filtre réalise la différence entre 2 échantillons consécutifs d'ou son nom de
dérivateur.
Le comportement de ce type de systeme peut étre modélisé par une ‘équation aux
différences finies’ d'ordre n a coefficient «; et 5; réels et constants.
n m
ylkl| =—=>_ Biy [k —i] + > ajx[k — j] m et n sont finis.
i=1 Jj=0 TELECOM
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N Systémes analogiques: x échantillonné et y

continu
x[k] Filtre  |y(7)
P F—

bloqueur

ot -
k I T, 27, 3T, 4T, 5T, 6T, t

Interpolation d'ordre O ou blocage

La valeur de I'entrée est bloquée sur une période d'échantillonnage

TELEICUM
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N L’Echantillonnage: le Peigne de Dirac

Echantillonnage

‘

L’échantillonnage peut &tre modélisé par une multiplication (temporelle) du signal
analogique avec un peigne de Dirac

ox'(t)  —x(t) —[l()

|

e
I 7, 27, 37, 4T, 5T, 6T, ¢

x*(nTg) = x(t) - LU, (t) = Z 5(t —nTy)
. n=—oo
x*(nTe) = Y x(nTe)d(t - nTe)

TELECOM
n——00 Paris
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N Exemple fonction sinusoidale

Soit x1(t) = cos(27fit) et xo(t) = cos(2nft) 2 signaux qu'on échantillonnera a une
fréquence f. = T% On prendra h = fo + f1

“+o00 —+o00
x{(t) = cos(2rfit) > 6(t—nTe)= >  cos(2rfinT,)d(t — nTe)
+oo
x3(t)= > cos(2mhnTe)d(t — nTe)
n=—o00
+oo
= Y cos(2nfonTe +2mfinT,)o(t — nTe) = xi(t)
n=-—00 27n

TELEICUM
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N . Exemple Repliement du signal

Echantill de x1(t) et x2(t) avec fe=10Hz
T T T T T T T T

e x1(t) cont f1=3 Hz
15 - = x2(t) cont f2=13 Hz q

ANVARRI A

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
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N . Exemple Repliement du signal

Echantillonnage de x1(t) et x2(t) avec fe=10Hz
T T T T T T

T T
e x1(t) cont f1=3 Hz
1.5 e x2(1) cONt f2=13 Hz
Peigne de Dirac

| M
0 yaiy

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
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N . Exemple Repliement du signal

Echantillonnage de x1(t) et x2(t) avec fe=10Hz
T T T T T T

T T
x1(t) cont f1=3 Hz
15 - e X2(1) cONt f2=13 Hz
Peigne de Dirac

? x1(nTe) Ech f1=3 Hz
x2(nTe) Ech f2=13 Hz

I I I I I I I I
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N Impact fréquentiel de I'échantillonnage

On peut démontrer en utilisant les séries de Fourier que

+oo
Wi () =f Y. et

n=—oo

La transformée de Fourier de LLI7,(t) est donc donnée par

n=—oo

+o0 +o0
TF{LLT,(t)} = LLI(f) = / L7, (t)e ™ dt = £, > o(f — nfe)

Peigne de Dirac

Temporel Fréquentiel
Lttt Litfr]
I 7. 27, 31, 4T, 5T, 6T, 1 =3f2fe—fe U fo 2 3fc  f

TELEFUM
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N Impact fréquentiel de I'échantillonnage

L'échantillonnage est modélisé par une multiplication par un peigne de Dirac dans le
domaine temporel donc c’est une convolution dans le domaine fréquentiel

X*(F) = X(F) LLI(F) = X(F) % fu io 5(f — nfe)

+oo
)="f Y Z f — nfe — k) = f, Z f — nf,)
k=—00 n=—00 n=—o0o

Le spectre de X*(f) est infini et est périodisé avec une période f.

TELEICUM
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N Echantillonnage

fe > 2Bw
A
§ N X(f)
71‘9w Bw >
%
i LLI(f)
7fe _ fe -
/ X*(f)
/. o
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N Echantillonnage

fe < 2Bw

TELEICUM
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N Comparaison 2 valeurs de f.

X(f)  Signal d’origine temps continu

X*(f) = fa io X(f — nf,)

Premier cas: échantillonnage a
fe = fl

AN

TELEICUM
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N Comparaison 2 valeurs de f.

X*(f) = f, io X(f — nf.)

n=—o0
T R
NETENEL W ;
- = - ! 2 3 70 N / . .
4 o Deuxieme cas: échantillonnage a
fe=2x%xH

TELEICUM
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N Exercice 1: Signal ECG

mmmm Perturbateur 50 Hz
Signal utile

Fréauence (Hz) = —30 30 f(HZ)

1. Sachant que la phase du signal ECG est une fonction impaire et que son module,
comme illustré, est une fonction paire, quelle conclusion peut-on tirer sur le signal
ECG?

2. Tracer le spectre du signal pour une fréquence d'échantillonnage fo de 70 Hz.

3. Que faut-il faire pour éviter d'avoir le probleme du repliement?
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N . Exercice 1: solution

Question 1:Notons X(jw) la transformée de Fourier du signal ECG qu'on notera x(t).
X(jw) = T(w)e?),

ou T(w) et ¢(w) sont respectivement la module et la phase de X(jw). En utilisant la
transformée de Fourier inverse, déterminons |'expression de x(t)

+oo +o0
x(t) = % /X(jw)ef“tdw: % / T(w)ef¢(”)ef“tdw

En séparant I'intégrale sur w < 0 et w > 0 et en utilisant le fait que T(—w) = T(w) et
que ¢(—w) = —¢(w), on peut exprimer x(t) aprés quelques manipulations basiques

par:
+00 +o0
1

X(t):% /T(w)e_j‘z’(w)e_j“’tdw—i— / T(w)ef?@) et gy

0 0 TELEICUM
aris
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N . Exercice 1: solution

+o0o
X(0) = 5= [ T)(e e 4 et wng,
0
'
X(0) = - [ T)@cos(o(w) +wr))de
0

On peut ainsi conclure que le signal x(t) est un signal réel. Il est aussi facile de
démontrer la réciproque (le spectre d'un signal réel a un module paire et une phase
impaire)

TELEICUM
aris
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N . Exercice 1: solution

Avant Echantillonnage
-52 — -48 48 — 52
X(f)

mmmm Perturbateur 50 Hz
Signal utile

30 b 30 f(Hz)

Echantillonnage a 70 Hz

88 — 92

-70 - : 70  f(Hz)

Question 3: |l faut soit filtrer dans le domaine analogique avant de faire
I'’échantillonnage soit échantillonner a une fréquence supérieure a 82 Hz suivi d'un
filtrage numérique
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N . Transformée en Z

Transformée en Z

TZ{xn} = X(2) = > x[nZ"

n=—0o0

P> La transformée en Z est I'équivalent dans le domaine discret de la transformée de
Laplace dans le domaine continu.

> La TZ est I'outil mathématique adapté pour concevoir et analyser les fonctions
discretes (analogiques et numériques).

TELEFUM
aris

17/29  Avril 2020 Institut Mines-Télécom Electronique des Systemes d’acquisition ELEC101 FRET



N Propriétés de la TZ

» La TZ est linéaire

TZ{axi[n] + bxo[n]} = aTZ{x1[n]} + bTZ{x2[n]}

» La TZ d'un signal retardé

TZ{x[n—k]} = Z27%X(2)

» La TZ de la sortie d'un filtre discret h[n]

Y(2) = TZ{x[n] * h[n]} = X(Z) - H(Z)

TELEICUM
aris
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N Exercice 2: Echantillonnage et TZ

1, 2T, 3T, 4T, 5T, 6T, t

1. Ecrire I'expression du signal x*(t) en fonction de la valeur des échantillons de x(t)
et du peigne de Dirac.

2. Trouver la transformation de Laplace, puis la transformation en Z de x*(t).

3. En déduire la relation entre Z et p et les conditions de stabilité du systeme en
temps discret. TELECOM
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N . Exercice 2: solution

Question 1:
—+o00
x*(nTe) =Y x(nTe)d(t — nTe)
n=0
Question 2:
+00
LIx*(t)] = X*(p) = / x*(t)e Ptdt
0

On sait que L[6(t — a)] = e~ P?, on peut montrer que

400
X*(p) = _x(nT)e P
n=0
+oo +oo
TZ{x()} = X(z) = > _x[nlz"=> x(nT.)e "'
n=0 n=0

TELEICUM
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N Stabilité équivalence temps continu- discret

Plan p plan z
' ’

/{ p devient z = el 1
/C‘\ 1

4

demi plan gauche intérieur du cercle unité

Un systéme de fonction de transfert H(p) est stable si les pdles sont a partie réelle
négative

p=0+ju= Z=elotTe _ goTe. uTe

oc<0=]ele|<1

TELEICUM
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N Stabilité

e, s .

Stabilité dans le domaine temporel
Un filtre h(n) est stable au sens EBSB si et seulement si

o0

> | h(n) |< o

n=—oo

Stabilité dans le domaine des Z

Un filtre H(Z) est stable EBSB si et seulement tous ses pdles sont a I'intérieur du
cercle unité

Stablilité au sens large

Si un systéme a des pdles d'ordre 1 sur le cercle unité, il est stable au sens large
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N Stabilité et péles : illustrations

Temps continu — Laplace Temps discret — TZ
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Systémes continus a systémes discrets

Temps continu

Temps Discret

h(t) réponse impulsionnelle

h[n] réponse impulsionnelle discrete

Réponse temporelle
y(t) = x(t) * h(t)

Réponse temporelle
y[n] = x[n]  h[n]

Fonction de transfert en p
H(p)

Fonction de transfert en Z
H(Z)Z:eP'Te

Domaine complexe
Y(p) = X(p) - H(p)

Domaine complexe
Y(Z)=X(2) -H(Z)

Transformée de Fourier

TFTD

H(p) p=je H(Z) z—ejwTe
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N Exercice 3: échantillonnage et blocage

— x(r) — L
o X*(l‘) 7)653([)

I 7, 2T, 3T, 4T, 5T, 6T, ¢

1. Exprimer xgg(t) en fonction des échantillons x(nT,) et de la fonction échelon u(t)

2. Calculer la transformation de Laplace de xgg(t) : Xeg (p). Faire apparaitre dans
cette expression la transformation de Laplace de x*(t) : X* (p). En déduire la
fonction de transfert d'un bloqueur, notée Tg (p).

3. Représenter le module de Tg (jw) en fonction de la fréquence.

TELEICUM
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N . Solution exercice 3

Question 1: L'opération de blocage correspond a une convolution entre le signal
échantillonné x(nT,) et une porte p(t) égale a 1 sur l'intervalle [0 ; T] et nul en
dehors :

p(t) = u(t) —u(t —Te)

On peut alors mettre xgg(t) sous la forme suivante :

+oo
xes(t) = (Zx(nTe)é(t — nTe)> % p(t)

n=0

Question 2:
xeg(t) = x*(t) * p(t) = Xes (p) = X*(p) - Ta(p)

epre 1— e*PTe

Ta(p) = Lu()] - Lu(e — T = - - = = 1=

TELEICUM
aris
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N . Solution exercice 3

Question 3: on remplace p par jw

—jwT. —jor T, +jmfTe _ g—jnfT,
Te(jw) = Loe e _loel e gmmel e
Jjw j2rf j2rf
. e sin(mfTe)
T — o JmfTe
ljw) = e f
, sin(mfT, ,
| To() = ST () 7 sine(rTe) |
00 1000 2000 3000 /_\4000/\5000
f(Hz)
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